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Re´sume´ :
Les syste`mes non conservatifs conduisant a` des matrices de rigidite´ non syme´triques sont connus
pour pre´senter des comportements paradoxaux relativement a` la viscosite´. L’e´tude de la stabilite´
par divergence sous contraintes cine´matiques a re´cemment de´bute´ pour le cas d’ une contrainte
et nous e´tudions ici le cas de deux contraintes pour relier la stabilite´ par divergence au crite`re
du travail du second ordre. L’exemple d’un syste`me de Ziegler a` trois degre´s de liberte´ soumis a`
une force suiveuse illustre le re´sultat gn´e´ral.
Abstract :
Non conservative systems leading to a non symmetric stiffness matrix are known to have para-
doxical behaviors like destabilization by adding viscosity. The study of divergence instability of
non conservative system under kinematic constraints has been reported recently under one kine-
matic constraint. We investigate here the case of two constraints, to highlight consequences on
divergence instability and the link with the second order work criterion. We illustrate the results
on a three degree of freedom Ziegler system subjected to follower loading under two additional
kinematic constraints.
Mots clefs : Syste`mes non conservatifs, crite`re du travail du second ordre, liaisons
cine´matiques
Introduction
Dans ce travail, nous e´tudions la stabilite´ des syste`mes non conservatifs e´lastiques sous contraintes
cine´matiques. Ces syste`mes posse`dent des comportements paradoxaux puisque l’on sait depuis
Ziegler et Bolotin en particulier ([5], [1]) que l’introduction de viscosite´ peut avoir un effet
de´stabilisant sur le syste`me. Il est moins connu que l’ajout de contraintes cine´matiques peut
avoir e´galement un effet de´stabilisant. Nous ne nous inte´ressons ici qu’aux aspects statiques ou
du point de vue de la stabilite´ qu’aux instabilite´s par divergence du syste`me. Il a de´ja` e´te´ montre´
pre´ce´demment que le crite`re du travail du second ordre qui ne porte que sur la partie syme´trique
Ks de la matrice de rigidite´ K du syste`me est tre`s e´troitement lie´ a` la stabilite´ sous contrainte.
Dans ([2], [3]), il a e´te´ montre´ par exemple que, dans le cas d’une contrainte, le syste`me peut
devenir instable de`s lors que Ks cesse d’eˆtre de´finie positive et la contrainte de´stabilisante doit
alors eˆtre choisie dans le coˆne d’instabilite´ associe´ a` Ks. Ici nous e´tendons le re´sultat a` deux
contraintes cine´matiques.
Dans un premier temps, nous pre´sentons le proble`me. Dans une seconde partie, nous montrons
le re´sultat cle´ reliant la stabilite´ sous deux contraintes et le crie`re du travail du second ordre.
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Dans le troisie`me et dernier paragraphe, nous illustrons le re´sultat sur un exemple a` trois degre´s
de liberte´ et deux contraintes.
1 Pre´sentation du proble`me
Soit un syste`me Σ soumis a` un chargement a` un parame`tre λ. Supposons le syste`me a` l’e´quilibre.
Soit K(λ) la matrice de rigidite´ de Σ. Nous supposons que la position d’e´quilibre ne varie pas
quand λ varie (augmente !). Σ sans contrainte (plus pre´cise´ment la position d’e´quilibre de Σ)
est suppose´ stable du point de vue de la divergence et l’on e´tudie ensuite l’influence de l’ajout
de contraintes sur la stabilite´ de la position d’e´quilibre qui est suppose´e ne pas changer lors de
l’ajout des contraintes. On se limite a` une analyse line´aire. Le syste`me sans contrainte e´tant
suppose´ stable du point de vue de la divergence , on a
K(λ)X = 0 (1)
n’a que la solution X = 0 et alors det(K(λ)) 6= 0. Puisque Σ est non-conservatif, K(λ) est
quelconque (ie non syme´trique).
Supposons maintenant que l’on ajoute des contraintes au syste`me sans que la position d’e´quilibre
(suppose´e 0) ne soit perturbe´e. S’il y a p contraintes inde´pendantesf(q) = f(q1, . . . , qn) =
(f1(q), . . . , fp(q)) = 0IRp et si A ∈ Mnp(IR) est la matrice jacobienne de f en 0 (Ai,j = ∂fj(0)∂qi ),
alors le vecteur colonne X d’un de´placement infinite´simal doit satisfaire le syste`me :{
K(λ)X +AΛ = 0
tAX = 0
(2)
ou` Λ = t(λ1, . . . , λn) est le multiplicateur de Lagrange associe´ a` la contrainte dans la configu-
ration d’e´quilibre. En suivant la meˆme de´marche que dans [2], le syste`me pre´ce´dent peut eˆtre
re´e´crit sous la forme :
KA(λ) =
(
K(λ) A
tA 0
)
Y =
(
X
Λ
)
(2) est alors e´quivalent a` :
KA(λ)Y = 0 (3)
Or (
K(λ) A
tA 0
)(
K−1(λ) −K−1(λ)A
0 Ipp
)
=
(
Inn 0
tAK−1(λ) −tAK−1(λ)A
)
D’ou`
det(KA(λ)) det(K
−1(λ)) = (−1)p det(tAK−1(λ)A)
Donc :
det(KA(λ)) = (−1)p det(K(λ)) det(tAK−1(λ)A) (4)
Posons A˜ = K−1(λ)A. On obtient alors :
det(KA(λ)) = (−1)p det(K(λ)) det(tA˜K(λ)A˜) (5)
car
det(tAK−1(λ)A) = det(tAtK−1(λ)tK(λ)K−1(λ)A)
= det(tA˜tK(λ)A˜)
= det(t(tA˜K(λ)A˜))
= det(tA˜K(λ)A˜)
L’analyse des singularite´s de KA(λ) mettant en e´vidence les instabilite´s par divergence du
syste`me contraint est donc ramene´e a` celle des singularite´s de la matrice tA˜K(λ)A˜ car A 7→ A˜ =
K−1(λ)A est une bijection de l’ensemble Gnp(IR) des matrices de rang maximal p dans lui-meˆme.
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2 Cas de une ou deux contraintes
Le cas d’une contrainte a de´ja` e´te´ traite´ dans [3]. La stabilite´ par divergence du syste`me contraint
avec p = 1 contrainte conduit a` la condition suivante ∀A ∈Mn1 det(tAK(λ)A) > 0. Cependant,
la quantite´ tAK(λ)A est un scalaire et donc la condition revient a` ∀A ∈ Mn1 tAK(λ)A > 0
ce qui signifie tout simplement que la matrice K(λ) est de´finie positive ou ce qui revient au
meˆme que sa partie syme´trique Ks(λ) est de´finie positive. La condition de stabilite´ du syste`me
contraint quelle que soit la contrainte cine´matique est alors e´quivalente au crite`re du travail du
second ordre.
La condition de stabilite´ sous deux contraintes inde´pendantes s’e´crit de la manie`re suivante :
∀A ∈ Gn2 det(tAK(λ)A) > 0
Dire que le syste`me est stable sous deux contraintes signifie qu’il est stable sous une contrainte
ou sous deux contraintes inde´pendantes. En fait le re´sultat principal que nous avons obtenu est
le suivant. Si le syste`me est stable sous une contrainte quelle qu’elle soit, il l’est ne´cessairement
sous deux contraintes inde´pendantes quelles qu’elles soient. La traduction formelle de ce re´sultat
est la suivante :
Proposition 1 : Si K est de´finie positive alors
∀A ∈ Gn2 det(tAK(λ)A) > 0
Preuve
SoitA ∈Mn2 de rang 2, A = (x1 x2) avec xi ∈Mn1 avec i = 1, 2. On identifiera parfoisMn1 et
IRn. On a alors :
det
(
tAKA
)
= det
( tx1Kx1 tx1Kx2
tx2Kx1
tx2Kx2
)
= det
( tx1Ksx1 tx1Kx2
tx2Kx1
tx2Ksx2
)
ou` K = Ks +Ka avec Ks (resp. Ka) la partie syme´trique (resp. antisyme´trique) de K.
det
(
tAKA
)
=
(
tx1Ksx1
) (
tx2Ksx2
)− (tx1Kx2) (tx2Kx1)
=
(
tx1Ksx1
) (
tx2Ksx2
)− (tx1Ksx2) (tx2Ksx1)− (tx1Ksx2) (tx2Kax1)
− (tx1Kax2) (tx2Ksx1)− (tx1Kax2) (tx2Kax1)
Or tKs = Ks,
tKa = −Ka d’ou` :
det
(
tAKA
)
= det
(
tAKsA
)
+
(
tx1Kax2
)2
(6)
Or la forme quadratique associe´e a` Ks de´finit un produit scalaire pour lequel l’ine´galite´ de
Cauchy-Schwarz s’e´crit :
det
(
tAKsA
)
=
(
tx1Ksx1
) (
tx2Ksx2
)− (tx1Ksx2) (tx2Ksx1) > 0
ou` l’ine´galite´ est stricte car A e´tant de rang 2, les vecteurs x1, x2 ne sont pas coline´aires.
On en de´duit que det(tAKsA) =
(
tx1Ksx1
) (
tx2Ksx2
) − (tx1Ksx2) (tx2Ksx1) > 0. La relation
(6) permet de conclure que det
(
tAKA
)
> 0. QUED
La conse´quence essentielle concernant la stabilite´ est donc la suivante. Posons λsw la plus petite
racine positive de det(Ks(λ)) = 0. Pour qu’un syste`me qui est stable du point de vue de la
divergence (det(K(λ)) > 0) soit stable lorsqu’il est soumis a` une ou deux contraintes, il suffit
que le crite`re du travail du second ordre soit ve´rifie´. Autrement dit, quel que soit λ ∈ [0, λsw] c’est-
a`-dire tel que Ks(λ) est de´finie positive, alors le syste`me contraint par une ou deux contraintes
cine´matiques est encore stable vis-a`-vis de la divergence.
En re´alite´, il s’agit meˆme d’une e´quivalence. Si λ = λsw alors il existe une et/ou deux contraintes
inde´pendantes qui rendent instable le syste`me. λsw apparaˆıt donc comme la valeur optimale du
parame`tre de chargement assurant la stabilite´ sous une et/ou deux contraintes cine´matiques.
Pour montrer ce point, il suffit, selon la relation (6), de choisir x1 dans Ker(Ks(λsw)) puis de
prendre x2 dans l’orthogonal de Ka(λsw))x1. det
(
tAKA
)
est alors la somme de deux termes
nuls et vaut donc 0.
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3 Exemple
Pour illustrer notre travail nous conside´rons maintenant une colonne de Ziegler a` trois degre´s de
liberte´ (voir figure 1). Le syste`me Σ est constitue´ de trois barres OA,AB,BC de meˆme longueur
OA = AB = AC = ` lie´s par des ressorts e´lastiques de raideur k. L’action non conservative est
la force suiveuse ~P et la position d’e´quilibre est θ = (θ1, θ2, θ3) = (0, 0, 0). Pour une pre´sentation
sans dimension du proble`me on posera λ = β = P`k . La matrice de rigidie´ est alors :
K(β) =
 2− β −1 β−1 2− β −1 + β
0 −1 1

Le calcul donne det(K(β)) = 1 inde´pendant de β : le syste`me libre ne peut pas eˆtre instable par
divergence ce qui est bien connu. Il peut cependant bien entendu bifurquer par flottement.
La partie syme´trique Ks(β) est alors :
Ks(β) =
 2− β −1
β
2
−1 2− β −1 + β2
β
2 −1 + β2 1

Les racines de det(Ks(β)) = 0 sont 1, 1−
√
3, 1 +
√
3 et donc ici βsw = 1 ce qui me`ne a` :
Ks(1) =
 1 −1 12−1 1 −12
1
2 −12 1

Ker((Ks(1)) =< x1 =
 11
0
 > et Ka(1) =
 0 0 120 0 12
−12 −12 0
.
Donc< Ka(1)(x1) > est le sous espace vectoriel de dimension 1 <
 00
−1
 > et son orthogonal
est le plan z = 0. Choisissons x2 dans ce plan tel que (x1, x2) soit une famille libre. Par exemple,
x2 =
 10
0
. Soit maintenant A = (x1x2) =
 1 11 0
0 0
. Les calculs donnent tAK(1)A =
(
0 0
0 0
)
et e´videmment det(tAK(1)A) = 0 ce qui signifie que la colonne de Ziegler 3 contrainte
par θ1 + θ2 = 0 et θ2 = 0 est instable pour la divergence pour β = 1.
Re´solvons maintenant classiquement le proble`me d’optimisation sur cet exemple. On recherche
donc le minimum det
(
tAKA
)
pour A ∈ Gn2 ⊂Mn2 sous-ensemble ouvert des matrices de rang
2. On pose donc A = (x1x2) =
 α1 δ1α2 δ2
α3 δ3
. A 7→ φK(A) = φK(β)(A) = det (tAK(β)A) est
conside´re´e comme une fonction de six variables α1, δ1, α2, δ2, α3, δ3 et de´pendant du parame`tre
de chargement β. Le proble`me d’optimisation revient donc a` calculer
inf
(αi,δi)∈U
φK(β)(αi, δi)
et a` prouver que β = βsw = 1 est la valeur optimale positive pour laquelle le minimum calcule´
reste > 0 tant que 0 ≤ β < 1. On a d’ailleurs vu juste pre´ce´demment que, pour cette valeur, la
quantite´ φK(1)(A) = det
(
tAK(1)A
)
vaut 0. U est l’ouvert de IR6 tel que rank(A) = 2.
MAPLE re´soud alors explicitement le syste`me non line´aire suivant :
∂φK(β)(αi, δi)
∂αi
= 0,
∂φK(β)(αi, δi)
∂δi
= 0, i = 1, 2, 3
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et donne les 9 solutions suivantes du proble`me d’optimisation :
S1 = {β = β, α1 = α1, α2 = α2, α3 = α3, δ1 = 0, δ2 = 0, δ3 = 0}
S2 = {β = β, α1 = 0, α2 = 0, α3 = α3, δ1 = 0, δ2 = 0, δ3 = δ3}
S3 =
{
β = β, α1 = α1, α2 = 0, α3 =
α1δ3
δ1
, δ1 = δ1, δ2 = 0, δ3 = δ3
}
S4 =
{
β = 1+
√
3, α1 = α1, α2 = α2, α3 = α2 + α1, δ1 = δ1, δ2 = 0, δ3 = δ1
}
S5 =
{
β = β, α1 =
α2δ1
δ2
, α2 = α2, α3 =
δ3α2
δ2
, δ1 = δ1, δ2 = δ2, δ3 = δ3
}
S6 =
{
β = 1+
√
3, α1 = α1, α2 = α2, α3 = α2 + α1, δ1 = −δ2 + δ3, δ2 = δ2, δ3 = δ3
}
S7 = {β = 1, α1 = α1, α2 = α2, α3 = 0, δ1 = δ1, δ2 = δ2, δ3 = 0}
S8 =
{
β = −2 δ1δ2+2 δ1
2+δ2
2
δ1(δ1−δ2) , α1 = α1, α2 =
α1δ2
δ1
, α3 =
α1δ3
δ1
, δ1 = δ1, δ2 = δ2, δ3 = δ3
}
S9 =
{
β = 1 +
√
3, α1 = α1, α2 = α2, α3 = α2 + α1 ,
δ1 = 1/2+1/2
√
3 + 2
√
3 δ2, δ2 = δ2, δ3 = δ2 + 1/2+1/2
√
3 + 2
√
3 δ2
}
Pour S1, S2, S3, S5, S8 le rang de A vaut 1 : les vecteurs x1 et x2 sont coline´aires. Ces solutions
doivent eˆtre exclues. Pour S4 et S9, β = 1+
√
3 correspond aux deux autres valeurs en dehors de
1 qui annulent det(Ks) : elles sont soit < 0 soit > 1. Donc la solution S7 avec β = 1 correspond
bien a` la solution optimale et la valeur propose´e de la matrice A a` savoir A = (x1x2) =
 1 11 0
0 0

correspond a` une valeur possible des solutions de S7 : α1 = 1, α2 = 1, α3 = 0, δ1 = 1, δ2 = 0, δ3 =
0. Nous proposons pour illustrer ce proble`me d’optimisation, le graphe de (δ2, β) 7→ det
(
tAKA
)
pour α1 = 1, α2 = 1, α3 = 0, δ1 = 1, δ3 = 0. On constate de visu le caracte`re minimal pour β = 1
(Figure 2).
Conclusion
Dans ce travail, nous avons montre´ que pour les syste`mes non conservatifs, le crite`re du travail
du second ordre donne la borne optimale du parame`tre de chargement permettant au syste`me
contraint par une ou deux contraintes cine´matiques de rester stable par divergence quelle que
soit la ou les deux contraintes cine´matiques.
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Figure 1 – 3dof Ziegler system
Figure 2 – δ2 variable
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